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概 要
f を非退化の片側ホモクリニック接触 qをもつ双曲型不動点 pに
おける 2次元微分同相写像とする．このとき f が馬蹄型不変集合を
もつかという問題はこれまで多くの研究者によって研究されてきた
（文献 [2, 3, 6]等を参照せよ）．さらに Nishizawa [7]は，同様の結
果が 3次元微分同相写像の場合も成り立つことを示した．本修士論
文では，この結果を一般次元の微分同相写像で，安定多様体の次元
が 1次元の場合に拡張した．さらに pが双曲型サドル焦点であるよ
うな 3次元微分同相写像の場合にも同様の結果が成り立つことを証
明した．ホモクリニック接触は f の摂動によって容易に崩壊するが，
この接触を利用して構成される馬蹄型不変集合は摂動の元で保存さ
れる．
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1 研究の背景
この節では，本研究の背景について説明する．
図 1.1: 片側ホモクリニック接触
f を非退化の片側ホモクリニック接触 qをもつ双曲型不動点 pにおけ
る 2次元微分同相写像とする．このとき f が馬蹄型不変集合をもつかと
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いう問題はこれまで多くの研究者によって研究されてきた．Gavrilov と
Silnikov [2, 3]は，f が図 1.1のような非退化の片側ホモクリニック接触
q をもつ場合，R2における {p, q}の任意の近傍に含まれる馬蹄型不変集
合をもつことを示した．HomburgとWeiss [6]は図 1.1のような qが片側
ホモクリニック接触で，その接触の次数が有限の場合にも同様の結果が
成り立つことを示した．Nishizawa [7]は 2次の片側ホモクリニック接触
qをもつ 3次元微分同相写像 f に対して，安定多様体が 1次元で不安定多
様体が 2次元の場合，fが次の (1)～(5)の性質をみたすという仮定のもと
で，馬蹄型不変集合をもつことを示した．
f は双曲型不動点 pをもつR3上の C∞級微分同相写像であり，pにお
ける f の微分Df(p) は 0 < µ < 1 < λ1 < λ2をみたす実固有値 µ, λ1, λ2
をもつとする．さらに f は次の条件 (1)～(5)をみたすと仮定する．概形
は図 1.2をみよ．
(1) pの近傍 U ⊂ R3上で p = (0, 0, 0)であり，f(x1, x2, x3) ∈ U となる
任意の (x1, x2, x3) ∈ U に対して
f(x1, x2, x3) = (λ1x1, λ2x2, µx3)
をみたすC∞級線形化座標が存在する．
(2) W s(p)∩W u(p)∩Uは2次のホモクリニック接触q = (0, 0, q3) (q3 ̸= 0)
を含む．さらに q を通り x1, x2 軸のそれぞれに平行な直線は q で
W u(p)と横断的に交わる．
(3) 十分大きな任意のN ∈ Nに対して，s = f−N(q)はW uloc(p) ∩ U に
含まれる．
(4) lをW s(p)内の sを含む小さな曲線とする．q3 > 0とするとき l\{s}
は，W uloc(p)× (0, q3]に含まれる．
(5) H をW u(p)と R3内の qの小さな近傍 Vq との共通部分とする．像
L = pr(H)は x2 軸の正または負の部分と非自明に交わる．さら
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に sの第 2成分が正（負）であるのは，Lが x2軸の正（負）の部
分と非自明に交わるときであるとする．ここで pr : R3 → R2 は
pr(x1, x2, x3) = (x1, x2)で定義される射影とする．
図 1.2: q3 > 0でLが x2軸の負の部分と交わり，sの第 2成分が負の場合
定理 1.1 (Nishizawa [7]). f を仮定 (1) ∼ (5)をみたすDiff∞(R3)の要素
とし，任意の ε > 0に対して，Uε(p), Uε(s)を，双曲型不動点 pとホモク
リニック接触 sのそれぞれの ε-近傍とする．このとき，十分大きな任意
の自然数 n に対して，fnはUε(p)∪Uε(s)内に含まれる馬蹄型不変集合を
もつ．
2 準備
2.1 基本的な概念
本節では主定理の証明に必要となる基本的な概念を，例を交えながら
紹介する．詳細は，文献 [1, 8, 9]等を参照せよ．
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定義 2.1 (周期点，不動点). 連続写像f : Rm → Rmに対して，点x ∈ Rmが
関数 fの周期nの周期点であるとは，fn(x) = xであり，任意の 0 < j < n
に対し，f j(x) ̸= xとなる n ∈ Nが存在することをいう．このような nを
周期点 xの最小周期という．特に，周期 1の周期点を不動点という．
例 2.1. f : R → Rを f(x) = x3で定義すると，f の不動点 xは方程式
x3 = xをみたすので，x = 0, ±1である．図 2.1における 2つのグラフの
交点の x座標が f の不動点である．
図 2.1: y = x3と y = xのグラフ
定義 2.2 (不変集合). Xを位相空間とし，Y をXの部分空間とする．写
像 f : X → Xに対して，Y が f の不変集合であるとは，f(Y ) = Y をみ
たすことをいう．
例 2.2. 円S1 = R/Z上の微分同相写像を，α ∈ Rに対して，Rα : S1 → S1
を
Rα(x) = x+ α　　 mod 1
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で定義する．RαをS1のα回転とする．このとき次で定める集合はRα不
変である．
γ(x) = {Rnα(x) ; n ∈ Z}.
実際，Rα(γ(x)) = Rα({Rnα(x) ; n ∈ Z}) = {Rn+1α (x) ; n + 1 ∈ Z} である
から，n + 1をあらためて n′とおけば {Rn′α (x) ; n′ ∈ Z} = γ(x)となる．
したがって γ(x)はRα不変である．
定義 2.3 (双曲型集合，双曲型不動点). Mをm次元多様体とし，fをM上
の微分同相写像とする．このとき，コンパクトな f -不変集合Λ ⊂Mが双
曲型集合であるとは，各 x ∈ Λに対して，次の条件をみたす λ ∈ (0, 1),
c > 0および分解
TxM = E
s(x)⊕ Eu(x)
が存在することをいう．
(1) Dfx(E
s(x)) = Es(f(x)), Dfx(E
u(x)) = Eu(f(x)).
(2) 任意の v ∈ Es(x), w ∈ Eu(x), n ∈ Nに対して，次が成り立つ．
‖Dfnx (v)‖ ≤ cλn‖v‖, ‖Df−nx (w)‖ ≤ cλn‖w‖.
特にΛが 1点集合 {p}であるとき，pを f の双曲型不動点という．
例 2.3. a ∈ (0, 1), b > 1とする．f : R2 → R2を
f(x, y) = (ax, by)
で定義される線形変換とする．f(0, 0) = (0, 0)であるから，原点 0は fの
双曲型不動点である．このとき，0における接空間 T0R2とR2の自然な
同一視のもとで，R2 = Es(0)⊕ Eu(0)の分解を考える．
A =
(
a 0
0 b
)
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として行列Aの固有値と固有空間を求めると，固有値は aと b, 固有空間
W (a), W (b)は
W (a) =
{
d
(
1
0
)
; d ∈ R
}
,W (b) =
{
d
(
0
1
)
; d ∈ R
}
となる．よってEs(0)とEu(0)はそれぞれW (a)とW (b)に一致するの
で R2の横軸と縦軸になる．A = Df0 = f に対して双曲型集合の定義に
あてはめて考えると，
AEs(0) = Es(0), AEu(0) = Eu(0)
となる．実際Es(0)とEu(0)は線形変換Aの固有空間であるから，Aに
対して不変である．任意の v ∈ Es(0)に対して
‖Av‖ = ‖av‖ = a‖v‖
となり，さらに任意のw ∈ Eu(0)に対して
‖Aw‖ = ‖bw‖ = b‖w‖
となる．したがって，c = 1, λ = max{a, b−1}とすると，定義 2.3より，
0 ∈ R2 が微分同相写像 f の双曲型不動点であることが分かる．実際，
λ = max{a, b−1}より，λn ≥ an, λn ≥ b−nであるから
‖Anv‖ = an‖v‖ ≤ λn‖v‖, ‖A−nw‖ = b−n‖w‖ ≤ λ−n‖w‖
となり，双曲型不動点の条件をみたす．
定義 2.4 (局所安定多様体，局所不安定多様体). fをCr (r ≥ 1)級微分同
相写像とし，pを fの双曲型不動点とする．pの近傍U ′ ⊂ Uに対し，pの
U ′における局所安定多様体 W sloc(p)および局所不安定多様体 W uloc(p)を
W sloc(p) = {x ∈ U ′ ; 任意の j > 0に対して f j(x) ∈ U ′
でありかつ j →∞のとき d(f j(p), x)→ 0},
W uloc(p) = {x ∈ U ′ ; 任意の j > 0に対して f−j(x) ∈ U ′
でありかつ j →∞のとき d(f−j(p), x)→ 0}
で定義する．
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安定多様体定理より，W sloc(p). W uloc(p)はMの部分多様体であり，pに
おいて横断的に交叉する．証明は，[8, 定理 10.1]等を参照せよ．
定義 2.5 (安定多様体，不安定多様体). 定義 2.4で与えられた局所安定
多様体，局所不安定多様体に対し， 安定多様体 W s(p)と不安定多様体
W u(p)は
W s(p) =
⋃
j>0
f−j(W sloc(p)), W
u(p) =
⋃
j>0
f j(W uloc(p))
で定義される．
定義 2.6 (ホモクリニック点). fをRm上のCr (r ≥ 1)級微分同相写像と
し，pを f の双曲型不動点とする．このとき，W s(p) ∩W u(p) \ {p}の点
を，pに同伴する f のホモクリニック点という．f の異なる双曲型不動点
p, qに対し，W s(p) ∩W u(q)または W s(q) ∩W u(p)の点を，p, qに同伴
する f のヘテロクリニック点という．
定義 2.7 (横断的ホモクリニック点，ホモクリニック接触). pを微分同相
写像 fの双曲型不動点とする．このとき，点 q ∈ W s(p) ∩W u(p) \ {p}が
pに関する f の横断的ホモクリニック点であるとは
TqW
s(p) + TqW
u(p) = TqRm
をみたすことをいう．横断的ホモクリニック点でないホモクリニック点
をホモクリニック接触という．ヘテロクリニック点に関しても，横断的
ヘテロクリニック点，ヘテロクリニック接触も同様に定義される．
2.2 Smaleの馬蹄型不変集合
この節では，双曲型集合の代表的な例である Smaleの馬蹄型不変集合
の定義を与える.
f を図 2.2のような振る舞いをするm + 1次元立方体Q = [0, 1]m+1の
開近傍U上の微分同相写像とする．定数 a ∈ (0, 1
2
)に対して縦縞
H1 = [0, 1]× [0, a]m, H2 = [0, 1]× [1− a, 1]m
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図 2.2: 正方形Qの開近傍上の微分同相写像 f
と横縞
V1 = [0, a]× [0, 1]m, V2 = [1− a, 1]× [0, 1]m (2.1)
を考える．ここで
f(H1) = V1, f(H2) = V2 (2.2)
と仮定すると，恒等式
Q ∩ f(Q) = V1 ∪ V2 (2.3)
が得られる．制限写像 f |H1, f |H2は
図 2.3: 縦縞と横縞
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f(x, y) =
{
(ax, by) (x, y) ∈ H1
(−ax+ 1,−by + bvm) (x, y) ∈ H2
をみたすアフィン写像であると仮定する．ここで y = (y1, . . . , ym)，vm =
(1, . . . , 1)であり，さらに b = 1
a
である．不変集合 Λ = ⋂∞n=−∞ fn(Q)が，
制限写像 f |(H1 ∪H2)のみによって決まることを示す．
図 2.4: Λ1とΛ2
微分同相写像 f−1を考える．(2.2)より，
H1 = f
−1(V1), H2 = f−1(V2)
が得られる．したがって，(2.3)より，
f−1(Q) ∩Q = f−1(V1) ∪ f−1(V2) = H1 ∪H2 (2.4)
となる．(2.3)と (2.5)を組み合わせると，
1⋂
k=−1
fk(Q) = f−1(Q) ∩Q ∩ f(Q) = (H1 ∪H2) ∩ (V1 ∪ V2)
が得られる．これは 1辺の長さが aの 4つのm + 1次元立方体の和集合
である．この操作を繰り返し，像 fn(Q)と f−n(Q)を考えると，交差
Λn =
n⋂
k=−n
fn(Q)
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は 1辺の長さが anの 4n個のm+ 1次元立方体の和集合である．図 2.4は
上から順に n = 1, 2の場合を表している．Λnは空でないコンパクト集合
の減少列であるから，共通集合
Λ =
⋂
n∈N
Λn =
⋂
k∈Z
fk(Q) (2.5)
は空ではないコンパクト不変集合である．このΛを，f における Smale
の馬蹄型不変集合という．
注意 2.1. 微分同相写像 fの馬蹄型不変集合Λ(f)は，基本的な双曲型不変
集合である．特にこの不変集合の重要な性質として，fの摂動によって得
られた任意の微分同相写像 f ′も，Λ(f)を近似する馬蹄型不変集合 Λ(f ′)
を持つことがあげられる．さらに，f |Λ(f)と f ′|Λ(f ′)は位相共役になる．す
なわち，h ◦ f |Λ(f) ◦ h−1 = f ′|Λ(f ′)をみたす同相写像 h : Λ(f)→ Λ(f ′) が
存在する．
2.3 記号力学系
本節では記号力学系について述べる．0, 1, . . . , k − 1を成分にもつ両側
無限点列全体の集合をΣ(k)とする．すなわちΣ(k)は
Σ(k) = {(an)n∈Z ; 任意の nに対して an ∈ {0, . . . , k − 1}}
と表される．ここで点列の−1番目と 0番目の成分の間にピリオドを付け，
それをこの点列の基点とする．すなわち
(· · · a−2a−1•a0a1a2 · · · ) ∈ Σ(k)
と表す．
定義 2.8 (シフト写像). 任意の n ∈ Zに対して，σ(an) = an+1で定義さ
れる写像 σ : Σ(k)→ Σ(k)をシフト写像という．すなわち，σは
σ((· · · a−2a−1•a0a1a2 · · · )) = (· · · a−1a0•a1a2a3 · · · )
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をみたす写像である．直観的にいうと，シフト写像は点列の基点を 1つ
手前にずらす写像である．
定義 2.9 (両側シフト空間). a = (· · · a−2a−1•a0a1a2 · · · ), b = (· · · b−2b−1•
b0b1b2 · · · ) ∈ Σ(k) とする．このときΣ(k)上の距離 dを，
d(a, b) =
∞∑
j=−∞
δ(aj, bj)
4|j|
で定義する．ここで
δ(x, y) =
{
0 (x = y)
1 (x ̸= y)
とする．この距離によって (Σ(k), d)はコンパクト完備距離空間となる．
この対 (Σ(k), d)を両側シフト空間という．以降，(Σ(k), d)を，単にΣ(k)
と表す．
Mをm次元多様体，微分同相写像 f :M →Mとし，Λ ⊂Mを Smale
の馬蹄型不変集合をする．また，Σ(2)を両側シフト空間とし，σ : Σ(2)→
Σ(2)をシフト写像とする．f を Λに制限した写像を f |Λ : Λ → Λとする
と，f |Λは，σと位相共役になる．すなわち，h ◦ f |Λ = σ ◦ hをみたす同
相写像 h : Λ→ Σ(2)が存在する．証明は [9]の定理 4.1を参照せよ．した
がって，比較的容易に調べられる σの力学的挙動と，f |Λの力学系的挙動
が同値であることが分かった．
3 主定理の主張と仮定
3.1 主定理の主張
本節では本論文の主定理を紹介する．この定理は，Nishizawaの結果
（定理 1.1）の高次元化したものである．ここで扱うのは，安定多様体が
1次元，不安定多様体が一般次元の場合である．
12
定理 3.1. f を仮定 (1) ∼ (5)をみたすDiff∞(Rm+1)の要素とし，任意の
ε > 0に対して，Uε(p), Uε(s)を，双曲型不動点 pとホモクリニック接触
sのそれぞれの ε-近傍とする．このとき，任意の n ≥ n0 に対して，fnが
Uε(p) ∪ Uε(s)内に含まれる馬蹄型不変集合をもつような n0 ∈ Nが存在
する．
定理 3.1を示すのには，次の定理 (Birkhoff-Smaleの定理)が重要な役割
を果たす．
定理 3.2 (Birkhoff-Smaleの定理). f : Rm+1 → Rm+1を双曲型不動点 pと
pに同伴する横断的ホモクリニック点 sをもつCr (r ≥ 1)級微分同相写像
とする．このときある整数 n > 0 に対して，p, sを含む fnの馬蹄型不変
集合が存在する．
この定理の証明は [9, 定理 4.5]を参照せよ．
3.2 主定理の仮定
f を双曲型不動点 pをもつRm+1上のC∞級微分同相写像であり，pに
おける f の微分Df(p)は，0 < µ < 1 < λ1 < · · · < λmをみたす実固有
値 µ, λ1, . . . λm をもつとする．さらに，f は次の条件 (1) ∼ (5)をみたす
と仮定する.
(1) pの近傍 U ⊂ Rm+1上で p = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m+1 個
)であり，f(x1, x2, . . . , xm,
xm+1) ∈ U となる任意の (x1, x2, . . . , xm, xm+1) ∈ U に対して，
f(x1, x2, . . . , xm, xm+1) = (λ1x1, λ2x2, . . . , λmxm, µxm+1)
をみたすC∞線形化座標が存在する．
(2) W s(p) ∩W u(p) ∩ U は 2次のホモクリニック点 q = (0, . . . , 0, qm+1)
(qm+1 ̸= 0)を含む．さらに qを通り x1, . . . , xm軸のそれぞれに平行
な直線は qでW u(p)と横断的に交わる．
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(3) 十分大きな任意のN ∈ Nに対して，s = f−N(q)はW uloc(p) ∩ U に
含まれる．
(4) lをW s(p)内の sを含む小さな曲線とする．qm+1 > 0であるとき，
l \ {s}はW uloc(p)× (0, qm+1]に含まれる．
(5) H をW u(p)と Rm+1 内の qの小さな近傍 Vq との共通部分とする．
像 L = pr(H)は x1軸の正または負の部分と非自明に交わる．さら
に sの第 1成分が正（負）であるのは，Lが x1軸の正（負）の部
分と非自明に交わるときであるとする．ここで pr : Rm+1 → Rm
は pr(x1, x2, . . . , xm, xm+1) = (x1, x2, . . . , xm)で定義される射影と
する．
図 3.1: qm+1 > 0で Lが x1軸の正の部分と交わり，sの第 1成分が正の
場合
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4 主定理の証明
条件 (2)より，必要に応じて qの近傍 Vqを小さく取り直すことでHは
C∞級関数 x1 = ϕ(x2, . . . , xm+1)のグラフとして表せる．このとき，ϕは
次の条件をみたす．
ϕ(0, . . . , 0, qm+1) = 0,
∂ϕ
∂xm+1
(0, . . . , 0, qm+1) = 0,
∂2ϕ
∂x2m+1
(0, . . . , 0, qm+1) ̸= 0.
前半の2条件は，ϕの定義より直ちに導かれる．もし ∂
2ϕ
∂x2m+1
(0, . . . , 0, qm+1) =
0とすると，W s(p)とW u(p)は qで 3次以上の接触をするので仮定に矛
盾する．陰関数定理より，x2 · · ·xm空間内の点 (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−1 個
)の小さな近傍 V
上で，C∞級関数 xm+1 = η(x2, . . . , xm)が存在して次をみたす．
η(0, . . . , 0) = qm+1， ∂ϕ
∂xm+1
(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm)) = 0．
図 4.1: hと h˜
Hの部分集合h˜と Lの部分集合 hを次で定める．
h˜ = {(ϕ(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm)), x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm)) ; x2, . . . xm ∈ V } ,
h = pr(h˜).
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2つの非負関数 a(u1, . . . , um), b(u1, . . . , um)に対して，a(u1, . . . , um) ∼
b(u1, . . . , um)であるとは，u1, . . . , umに依存しない定数C1, C2 > 0 が存
在して任意の u1, . . . , umに対して，
C1a(u1, . . . , um) ≤ b(u1, . . . , um) ≤ C2a(u1, . . . , um)
が成り立つことをいう．
補題 4.1.∣∣∣∣ ∂ϕ∂xm+1 (x2, . . . , xm+1)
∣∣∣∣ ∼ dist (h, (ϕ(x2, . . . , xm+1), x2, . . . , xm)) 12 .
証明. ϕ(x2, . . . , xm+1)の xm+1 = η(x2, . . . , xm)におけるテイラー展開
ϕ(x2, . . . , xm, xm+1)− ϕ(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm))
=
∂ϕ
∂xm+1
(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm))(xm+1 − η(x2, . . . , xm))
+
1
2
∂2ϕ
∂x2m+1
(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm))(xm+1 − η(x2, . . . , xm))2 + h.o.t.
(4.1)
を考える．ここで h.o.t.は xm+1− η(x2, . . . , xm)に関する高次の項を表し
ている．
∂ϕ
∂xm+1
(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm)) = 0,
∂2ϕ
∂x2m+1
(0, . . . , 0, qm+1) ̸= 0
であるから必要に応じて，qの Rm+1における近傍 Vqを小さく取り直す
ことで，(ϕ(x2, . . . , xm), x2, · · ·xm) ∈ Vqをみたす任意の (x2, . . . , xm)に対
して，
|ϕ(x2, . . . , xm, xm+1) − ϕ(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm))|
∼ |xm+1 − η(x2, . . . , xm)|2
と仮定できる．定理の仮定 (2)より hと x2x3 · · ·xm空間のなす角 θは
0 < |θ| < pi
2
16
をみたす．よって
dist (h, (ϕ(x2, . . . , xm+1), x2, . . . , xm))
∼ ‖(ϕ(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm)), x2, . . . , xm)
− (ϕ(x2, . . . , xm, xm+1), x2, · · · , xm)‖
= |ϕ(x2, . . . , xm, η(x2, . . . , xm))− ϕ(x2, . . . , xm, xm+1)| (4.2)
となる．
図 4.2: (4.2)の評価式の概形
(4.1)の両辺を xm+1で偏微分すると，等式∣∣∣∣ ∂ϕ∂xm+1 (x2, . . . , xm+1)
∣∣∣∣ ∼ |xm+1 − η(x2, . . . , xm)|
が得られる．この式と (4.2)より，求める結果が得られる．
h˜はHを 2つの連結成分に分割する．H \ h˜の連結成分の 1つをH0と
する．H0は定義域 Int(L) = L \ hをもつC∞級関数 γ(x1, . . . , xm)のグラ
フとして表される．H0の任意の点 (x1, . . . , xm+1)は関係式
x1 = ϕ(x2, . . . , xm+1) および xm+1 = γ(x1, . . . , xm) (4.3)
をみたす．
補題 4.2. 任意の i, j ∈ {1, . . . ,m}に対して，∣∣∣∣ ∂γ∂xi (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣ ∼ ∣∣∣∣ ∂γ∂xj (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣ ∼ 1
dist (h, (x1, . . . , xm))
1
2
．
証明. (4.3)より，x1 = ϕ(x2, . . . , xm, γ(x1, . . . , xm)) と表される．この式
を，x1, xi(i ∈ {2, 3, . . . ,m})で偏微分すると，
∂ϕ
∂x1
(x2, . . . , xm, γ(x1, . . . , xm))
∂γ
∂x1
(x1, . . . , xm) = 1 (4.4)
∂ϕ
∂xi
(x2, . . . , xm, γ(x1, . . . , xm))
+
∂ϕ
∂xm+1
(x2, . . . , xm, γ(x2, . . . , xm))
∂γ
∂xi
(x1, . . . , xm) = 0 (4.5)
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となる．この等式と補題 4.1より次の式 (1),(2)を示す．
(1)
∣∣∣∣ ∂γ∂x1 (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣ ∼ 1
dist (h, (x1, . . . , xm))
1
2
.
(2) 任意の i ∈ {2, . . . ,m}に対して，∣∣∣∣ ∂γ∂xi (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣ ∼ 1
dist (h, (x1, . . . , xm))
1
2
∣∣∣∣ ∂ϕ∂xi (x2, . . . , xm, γ(x1, . . . , xm))
∣∣∣∣ .
(1)の証明　 (4.4)より
1 =
∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1 (x2, . . . , xm, γ(x1, . . . , xm)) ∂γ∂x1 (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣
∼ {dist (h, (ϕ(x2, . . . , xm.γ(x1, . . . , xm)), x2, . . . , xm))}
1
2
∣∣∣∣ ∂γ∂x1 (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣
∼ {dist (h, (ϕ(x1, x2, . . . , xm))}
1
2
∣∣∣∣ ∂γ∂x1 (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣
となる．よって求める結果が得られる．
(2)の証明　 (4.5)より∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1 (x2, . . . , xm, γ(x1, . . . , xm))
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ ∂ϕ∂xm+1 (x2, . . . , xm, γ(x2, . . . , xm)) ∂γ∂xi (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣
∼ {dist (h, (ϕ(x2, . . . , xm.γ(x1, . . . , xm)), x2, . . . , xm))}
1
2
∣∣∣∣ ∂γ∂xi (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣
∼ {dist (h, (x1, x2, . . . , xm))}
1
2
∣∣∣∣ ∂γ∂xi (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣
となる．よって求める結果が得られる．
条件 (2)より，任意の i ∈ {2, . . . ,m}に対して，
lim
(x1,...,xm)→(0,...,0)
∂ϕ
∂xi
(x2, . . . , xm, γ(x1, . . . , xm))
=
∂ϕ
∂xi
(0, . . . , 0, qm+1) ̸= 0
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となる．よって，任意の (x1, . . . , xm) ∈ Int(L)に対して，∣∣∣∣ ∂γ∂xi (x1, . . . , xm)
∣∣∣∣ ∼ 1
dist (h, (x1, . . . , xm))
1
2
となる．したがって定理の主張が証明された．
W u(p)内に集合W = U ∩{xm+1 = 0}を考える．T を，Rm+1における，
x2x3 · · ·xm+1空間のε-近傍とする．ε > 0を十分小さくとると，T ∩{s} = ∅
が成り立つ．W の概形は図 4.3，T の概形は図 4.4を参照せよ．
図 4.3: W = U ∩ {xm+1 = 0}
補題 4.3. 列 {fn(H0) ∩ U \ T }は，n→∞ のとき sを含むW u(p) \ T の
開部分多様体にC1収束する．
証明. Lがx1軸の正の部分と非自明に交わるとする．条件 (1)より，(λ−n1 x1,
. . . , λ−nm xm, µ
−nxm+1) ∈ Vq となる任意の (x1, . . . , xm) ∈ U \ T に対して，
fn(λ−n1 x1, . . . , λ
−n
m xm, µ
−nxm+1) = (x1, . . . , xm, xm+1)
となる．W+ := {(x1, . . . , xm) ∈ W ; x1 > 0}とおくと，十分大きなn ∈ N
に対して，fn(Int(L)) ∩W \ T はW+ ∩ T と等しくなる（図 4.5参照）．
よって，fn(Int(L)) ∩W \ T は sを含む．
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図 4.4: x2 · · ·xm+1空間の近傍 T
任意の (x1, . . . , xm) ∈ W+ \ T に対して，ある n0 ∈ Nが存在して，
n ≥ n0のとき，Int(L)は (λ−n1 x1, . . . , λ−nm xm)を含む．
gn(x1, . . . , xm) = f
n(λ−n1 x1, . . . , λ
−n
m xm, γ(λ
−n
1 x1, . . . , λ
−n
m xm))
= (x1, . . . , xm, µ
nγ(λ−n1 x1, . . . , λ
−n
m xm))
(4.6)
とおく．P (θ2, . . . , θm)を，
P (θ2, . . . , θm) =
{
(x2 tan θ2 + · · ·+ xm tan θm, x2, . . . , xm) ;
|xi| < δ (i = 2, 3, . . . ,m)
}
で定義されるx1 · · ·xm空間内のm−1次元空間とする．このとき，(0, . . . , 0)
の小さな δ近傍上で，θ2, . . . , θmを P (θ2, . . . , θm)が hを，C1近似するよ
うに選ぶことができる．m+1次元空間における点 (x′1, . . . , x′m+1)と原点
を通るm− 1次元空間 a1x1 + · · ·+ amxm = 0の距離 dは，
d =
∣∣a1x′1 + · · ·+ amx′m∣∣√
a21 + · · ·+ a2m
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図 4.5: Int(L)と fn(Int(L))
で表されること，および 0 < λ−1m < · · · < λ−11 < 1, |x1| ≥ εより，
dist
(
h, (λ−n1 x1, . . . , λ
−n
m xm)
)
=
∣∣λ−n1 x1 − (λ−n2 x2 tan θ2 + · · ·+ λ−nm xm tan θm)∣∣√
1 + tan2 θ2 + · · ·+ tan2 θm
∼ ∣∣λ−n1 x1 − (λ−n2 x2 tan θ2 + . . .+ λ−nm xm tan θm)∣∣
∼ λ−n1
(4.7)
が得られる．補題 4.2と (4.7)より，∣∣∣∣ ∂∂x1µnγ(λ−n1 x1, . . . , λ−nm xm)
∣∣∣∣ ∼ µnλ−n1
dist
(
h, (λ−n1 x1, . . . , λ−nm xm)
) 1
2
∼ µnλ−
n
2
1
(4.8)
である．任意の i ∈ {2, . . . ,m}に対して，∣∣∣∣ ∂∂xiµnγ(λ−n1 x1, · · · , λ−nm xm)
∣∣∣∣ ∼ µnλ−ni
dist
(
h, (λ−n1 x1, · · · , λ−nm xm)
) 1
2
∼ µnλ
n
2
1 λ
−n
i
(4.9)
となる．0 < λ
1
2
1 λ
−1
i < λ
− 1
2
1 < 1となるから，(4.6)で定義された gn は
(x1, . . . , xm, 0)にC1収束する.
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補題 4.4. lを条件 (4)で与えられた曲線とする．このとき，ある n0 ∈ N
が存在し，任意の n ≥ n0に対して，fn(H0)は lと非自明にかつ横断的に
交わる．
証明. lはx1 · · ·xm空間と点sで2次接触するから，s = (a1(0), . . . , am(0), 0)
をみたす 0の近くの任意の τ ∈ Rに対して，
a(τ) =
(
a1(τ), . . . , am(τ), τ
2 +O(|τ |3))
とパラメータ付けできる．ここで aiは，R上のC∞写像である．補題 4.3
より，十分大きい任意の n ∈ N に対して，fn(H0) ∩ l ̸= ∅となる．よっ
て補題の前半部分は示された．概形は図 4.6をみよ．
図 4.6: lと fn(H0)の交叉を x1xm+1平面で表した図
an ∈ fn(H0) ∩ lと仮定する．
τ 2n +O(|τ 3n|) = µnγ(λ−n1 a1(τn), . . . , λ−nm am(τn))
であるから
lim
n→∞
τ 2n
µn
= lim
(x1,...,xm)→(0,...,0)
γ(x1, . . . , xm) = qm+1 (4.10)
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となる．さらに (4.6)より
b1(τn) :=
∂gn
∂x1
(a1(τn), . . . , am(τn))
=
(
1, 0, . . . , 0, µnλ−n1
∂γ
∂x1
(λ−n1 a1(τn), . . . , λ
−n
m am(τn))
)
...
bi(τn) :=
∂gn
∂xi
(a1(τn), . . . , am(τn))
=
0, . . . 0, 1, 0︸ ︷︷ ︸
i 番目
, . . . , 0, µnλ−ni
∂γ
∂xi
(λ−n1 a1(τn), . . . , λ
−n
m am(τn))

...
bm(τn) :=
∂gn
∂xm
(a1(τn), . . . , am(τn))
=
(
0, . . . , 0, 1, µnλ−nm
∂γ
∂xm
(λ−n1 a1(τn), . . . , λ
−n
m am(τn))
)
が成り立つ．ここで bi (i ∈ {1, . . . ,m})は fn(H0)の点 a(τn)における接
空間 Ta(τn)fn(H0)の基底である．ベクトル c(τn)を，
c(τn) =
(
−µnλ−n1
∂γ
∂x1
(λ−n1 a1(τn), . . . , λ
−n
m am(τn)) ,
. . . ,−µnλ−nm
∂γ
∂xm
(λ−n1 a1(τn), . . . , λ
−n
m am(τn)), 1
)
で定義すると，c(τn)は b1(τn) · · · bm(τn)に直交する．さらに，
a′(τn) =
(
a′1(τn), . . . , a
′
m(τn), 2τn +O(|τn|2)
)
であるから，
a′(τn) · c(τn) = 2τn +O(|τn|2))
− a′1(τn)µnλ−n1
∂γ
∂x1
(λ−n1 a1(τn), . . . , λ
−n
m am(τn))
...
− a′m(τn)µnλ−nm
∂γ
∂xm
(λ−n1 a1(τn), . . . , λ
−n
m am(τn))
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となる．(4.8)，(4.9)と (4.10)より，
lim
n→∞
µ−
n
2 a′(τn) · c(τn) = lim
n→∞
2τn +O(|τ 2|)
µ
n
2
= 2
√
qm+1 ̸= 0
となる．
図 4.7: ベクトル a′(τn)，b(τn)と c(τn)
この式は十分大きい n ∈ Nに対して，a′(τn)が Ta(τn)fn(H0)に含まれ
ないことを意味する．よって lは a(τn)で fn(H0)と横断的に交わる．
5 双曲型サドル焦点を持つ3次元微分同相写像
5.1 定理の主張と仮定
前節までは，pが双曲型不動点である場合を考えていた．本節では 3次
元微分同相写像で，双曲型サドル焦点 pと pに同伴する 2次接触をもつ場
合を考える．
定義 5.1 (双曲型サドル焦点). f : R3 → R3を Cr (r ≥ 2)級微分同相写
像とし，pを f の不動点とする．このとき pが双曲型サドル焦点である
とは，f の pにおける微分Df(p)が固有値 re
√−1θ, re−
√−1θ (r > 1, θ ̸= 0
mod pi), 0 < µ < 1をもつことをいう．
f は次の条件をみたすと仮定する．
(1) pの近傍 U ⊂ C× R上で p = (0, 0)であり，f(z, t) ∈ U となる任意
の (z, t) ∈ U に対して
f(z, t) =
(
re
√−1θz, µt
)
をみたすC∞級線形化座標が存在する．
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(2) W s(p)∩W u(p)∩Uは 2次のホモクリニック接触 q = (0, q3) (q3 ̸= 0)
を含む．
(3) 十分大きい任意のN ∈ Nに対して，s = f−N(q)はW uloc(p) ∩ U に
含まれる．
(4) lをW s(p)内のsを含む小さな曲線とする．q3 > 0とするとき，l\{s}
はW uloc(p)× (0, q3]に含まれる．
定理 5.1. fを，上記の仮定 (1) ∼ (4)の条件をみたすDiff∞(R3)の要素と
し，任意の ε > 0に対して，双曲型サドル焦点pとホモクリニック接触 sそ
れぞれのR3における ε-近傍をUε(p), Uε(s)とする．また，n0を任意の自
然数とする．このとき，ある自然数n ≥ n0 に対して，fnはUε(p)∪Uε(s)
内に含まれる馬蹄型不変集合をもつ．
定理 5.1の結果は，Hashimoto-Kiriki-Soma [4]の結果と密接に関連し
ている．[4]は，(1) ∼ (4)の仮定をみたす 3次元微分同相写像のモジュラ
イに関する論文である．
5.2 定理の証明
記号などは前節までと同じものを用いる．ここでは本節で新たに用い
る記号について説明する．ある a > 0存在して
C ∩ U(p) = {z ; |z| < a} (:= Da(p))
と仮定できる．さらに fn(h) = hn，d = dist(0, s)/3とする．集合Wnを
Wn = fn(H) \Nd(hn) ∩Da(p)
で定義する．ここでNd(hn)はDa(p)内における hnの d近傍である．
補題 5.2. 任意の n0 ∈ Nに対し，s ∈ Wnをみたす n ≥ n0が存在する．
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証明. 証明は次の (1), (2)の場合に分けておこなう．
(1)
θ
2pi
=
v
u
(u, vは互いに素な整数，u ≥ 3)の場合．
和集合⋃i≥nWiは n → ∞のとき，Da(p) \∆u にハウスドルフ収束す
る．ここで，∆uは半径 d，中心 0の円を内接円として持つ正 u角形であ
る．d = dist(0, s)/3であるから dist(0, s) = 3dとなる．u = 3のとき中心
と∆uの頂点との距離は 2dであり，uが大きくなるにつれて中心と頂点
との距離は単調に減少し，dに近づく．したがって，任意の n0 ∈ Nに対
し，⋃n≥n0 Wi ∋ sが成り立つ．よって，s ∈ Wnとなる n ≥ n0が存在す
る．
(2)
θ
2pi
/∈ Qの場合．
和集合⋃i≥nWiは n → ∞のとき，Da(p) \Ddにハウスドルフ収束す
る．ここでDdは半径 d，中心 0の円板である．dist(0, s) = 3dであるか
ら，(1)と同様に s ∈ Wnとなる n ≥ n0が存在する．
z = ρe
√−1ϕ ∈ C (ρ ≥ 0, ϕ ∈ R)を (x1, x2) ∈ R2と同一視しする．すな
わち x1 = ρ cosϕ, x2 = ρ sinϕとする．このとき次が成り立つ．
補題 5.3. 任意の z = ρe
√−1ϕ ∈ H ∩Da(p)に対して∣∣∣∣∂γ∂ρ (z)
∣∣∣∣ ≤ C
dist(h, z)
1
2
, 　
∣∣∣∣∂γ∂ϕ(z)
∣∣∣∣ ≤ Cρ
dist(h, z)
1
2
となる定数C > 0が存在する．
証明. 合成関数の微分法より
∂γ
∂ρ
(z) =
∂γ
∂x1
(z) cosϕ+
∂γ
∂x2
(z) sinϕ
∂γ
∂ϕ
(z) =
∂γ
∂x1
(z)(−ρ sinϕ) + ∂γ
∂x2
(z)(ρ cosϕ)
= ρ
(
− ∂γ
∂x1
(z) sinϕ+
∂γ
∂x2
(z) cosϕ
)
が成り立つ．補題 4.2より
∂γ
∂x1
(z) ∼ 1
dist(h, z)
1
2
,
∂γ
∂x2
(z) ∼ 1
dist(h, z)
1
2
であるから，補題の条件をみたす定数C > 0が存在する．
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定理 5.1の証明. (4.6)と同様に，z ∈ fn(H)に対し，
gn(z) = f
n
(
r−ne−
√−1nθz, γ
(
r−ne−
√−1nθz
))
=
(
z, µnγ
(
r−ne−
√−1nθz
)) (5.1)
とおく．z ∈ Wnのとき，(4.7)と同様に，
dist
(
h, r−ne−
√−1nθz
)
∼ r−n (5.2)
が成り立つ．補題 5.3と (5.2)より∣∣∣∣ ∂∂ρµnγ(r−ne−√−1nθz)
∣∣∣∣ ≤ Cµnr−n
dist
(
hn, r−ne−
√−1nθz
) 1
2
∼ µnr−n2 , (5.3)∣∣∣∣ ∂∂ϕµnγ(r−ne−√−1nθz)
∣∣∣∣ ≤ Cµnρ
dist
(
hn, r−ne−
√−1nθz
) 1
2
∼ µnr−n2 (5.4)
となる．補題5.2より，任意のn0 ∈ Nに対し，l∩fn(H) ̸= ∅となるn ≥ n0
が存在する．この n0が十分に大きいとき，(5.3), (5.4)より，この nに対
して，lは fn(H0)と非自明に横断的に交わることが補題 4.4 と同様にし
て証明できる．したがって，Birkhoff-Smaleの定理（定理 3.2）より，fは
定理 5.1で求められた条件をみたすような馬蹄型不変集合をもつ．
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